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����� �� �  ����� !����� �� �� �� ��� 
���� �������	��� ����� ���������� ���

��"	����� �� ��� ������� ���� ������ �� ��� 
����� �������� ����
���� �� ����#

�
����� ������� ��� ���
���� �� ����� 
������ �� ����� ���	�� �� $ � %� &� ���

������� �������� ���� �� �������� ����� �������	��� �� ����� ��"	����� �� �����	��

����
 � ���� �������

'������ e �� ��� n × 1 ���	
� ����� �� ����	���� ����� �� ���	
�� �� �� ���#

���	��� ������������� ��
 ��� ����
 ������ �	�� ���� E[u] = 0� E[e] = 0 ����

����� E[y] = Xβ ���

(�

[
u

e

]
=

[
G 0

0 R

]
σ2

���� ��� p× p 
���� G ����� ��� ��������� 
���� �� ��� ����� �� ����
 ������

u ��� ��� n×n 
���� R ����� ��� ��������� 
���� �� ��� ����� �� ����	�� ���

e� ����� �� ���� �������� ������� 
������ ��� σ2 � �������� ��������� )��� ���

���	
����� ���� u ��� e �� 	���������� ��� ��������� 
���� �� ��� ����� ��

�������� y ��

V = ZGZT +R

ZGZT ������� ��� ������	���� �� ������� ��
 ��� ����
 ������� ��� R ��

�������� ��� ������	���� ��
 ����	�� �� ������� &� ������ �� �� ���	
�� ����

����	�� ��� �� 	��������� ��� �� �������� �������� )��� ����� ���	
������

R ����
�� � �������� 
���� �� ��� ��
 R = σ2
EI�

��� ��������	
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� ������ �� �������� ����� � �� ���������� ��������� �� �	�
� � � �����
���� �����

������� ������� �� ������� ���������� � ������ �	�
�� ��� ��� � �� �����
����� ��

����� �� ��
������ ��� ��	����
� ��� ��� ���� ��� ������ �	�
�� ����������� �� ����

����� !"#$ �� � ���� ������ �������� �����
��� �� ���� E[BLUP (u)] = u ���������

��� �������� ���
�� ������ �� ���� �� �����  ��� ������ ��
����� � y� ��� ���� �� ���� ��

��������� �������� ������
�� %������ ���� ������ �������� ���������� �!"#&� ���� 

��� ���� �������� �� ���� �������  ��� ��� ���� �	�
��� ��
� ���� E[BLUE(β)] = β�

'�� !"#& �� β �� ��� �������� ����������� ����� �(����� ��������� �� ���� )

β̂ = (XTV −1X)−1XTV −1y

��� ��� !"#$ � u �� �� ���� � �*�������� +�,-� .+,/

û = GZTV −1(y −Xβ̂)

�� �� ���� ����� ���� ���� ��� �������� � β̂ ��� û ����� ��(���� ��� ���������

� ��� V = ZGZT + R ������� '��� �� ��� �������� �� V 
�� 
������ � ���� �����

������ � ������� � ��� y ��
��� 
������� � ����� ������ � ������������� '��� 
��

���� ��� 
���������� � V −1 ��� �������� β̂ ��� û ��0
���� 1� �� ��� �� �� ����

�������� *���������+�23� .+2/ ��������� � ��	�����  �� �� 
������ β̂ ��� û 4������

�� ��� ����� ����� �(�������� ������� �� ���� �)

1����� ���� u ��� e ��� �������� ����������� ��
� ���� u ∼ (0, G)� e ∼ (0, R)

��� cov(u, e) = 0� %� ����  ��� �� �������� f(y, u)� ��� 4���� ������� � y ��� u

 ��� �����
� �� β ��� u�

f(y, u) = (2πσ2)−
1
2
n− 1

2
q

(
det

[
G 0

0 R

])− 1
2

·exp
⎧⎨
⎩− 1

2σ2

(
u

y −Xβ − Zu

)T

·
[
G 0

0 R

]−1 (
u

y −Xβ − Zu

)} �5�5�+�

6�����7��� ����  ��� �����
� �� β ��� u �����  � ���� �� �������� ��� (�������


���
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(
u

y −Xβ − Zu

)T

·
[
G 0

0 R

]−1 (
u

y −Xβ − Zu

)

��TG−1u+ (y −Xβ − Zu)TR−1(y −Xβ − Zu)�

���	
	������� ���� ���� 
	��	�� �� β �� u ����� ��	 
��	� ��
 �	���
 �	
������ ��

���
 ��������� ���	� ��	 ���������

δf
δβ

= −XTR−1(y −Xβ − Zu)
δf
δu

= 2G−1u− 2ZTR−1(y −Xβ − Zu�

��	� �	����� ��	�	 �	
�����	� �� � �� ������� ����� �������� ��	 ���������

	�������

XTR−1y = XTR−1Xβ̂ +XTR−1Zû �������

ZTR−1y = ZTR−1Xβ̂ + (ZTR−1Z +G−1)û �������

��	�	 	������� 
	  ���� � ��	 !"�#	� "��	� $�������! �
 ""$%�� &��	

��� ��	' �� ��� ������ V −1 � ��	' ����	� ��	 ��	 R �� G (�
��	�� ��	�	 �	��

�� �	 ������) �� ���� R−1 �� G−1 
	 (��� 	��	
 �� ����� ��� V −1� ��	 �(	

	������� 
	 ���������' �
���	� ��  (�
�# ��
( � �	���

(
XTR−1X XTR−1Z

ZTR−1X ZTR−1Z +G−1

)(
β̂

û

)
=

(
XTR−1y

ZTR−1y

)
�����*�

+� �� ��
�� ������ ��� 	�	� ���� ��	�	 ""$%�) ��	 ��������� �� 	���	
 ��	�	
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� ���	� ���	) ��	 �
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�����
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	�) ���	�	
 ��	' 
	 ��(���4	�
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���	 ��
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		�	�

������� �	 	
� ��	�� ��� �� 	
� ����� ����� ����	���� ������ �� �� ����� 	
�

������ �� 	
� ���	���	 ��	�� 	� �� 	
� ����������

(
XTR−1X XTR−1Z

ZTR−1X ZTR−1Z +G−1

)−1
=

(
C11 C12

CT
12 C22

)
�������

����� 	
�� ��	�	����  ���������!"#� $�"% �
���� 	
�	 	
� ���&���� '������'�

�� 	
� (��) �� β̂ ��

σ(β̂) = C11

	
� ���&���� '������'� �� 	
� &���'	��� ��� (û− u) �� ����� ��

σ(û− u) = C22

��� 	
�	 	
� ���&���� '������'� ��

σ(β̂, û− u) = C12

�
���� 	
� �	����� ��� �� 	
� *��� ��� ����� �+�'	� �� 	
� ����� ��	�

�� 	
� �������� ������	� �� C11 ��� C22 ��&�'	����,� -� ���� �������� 	
� ������ ��

	
� ��	�� �� 	
� ���	 
��� ���� �� ����� ��, �� ���.	������ ��&�'����, �� 	
� '��� ��

������ ������� �
�� 	
�� ��	�� '�� 
��� � ���� ����� �� ������	� ��� 	� 	
�

����� �� ������� ��������� /�� 	� 	
��� 	
� 0���� 0���� )���	���� �� �������,

������ �	��	����, �� ��� 	� ��	����� 	
� ��	���	�� �� β̂ ��� û� 1
�� ������ ����	���

	
� '��2'���	 ��	��� 
����� �	 ���� ���� ��	 &����� 	
� �������� ������	� �� 	
��

����	�� ��	��� �� 	
� �	����� ��� �� ��	 �����, ��	������

0�,���!3!�� $�"% �
���� � ��	
�� �� �&&�����	��� 	
� �������� ������	� �� 	
��

��	�� �� 	
� &�	�'��� '��� �� ������ ������� �� ��� 	� ��	���	� 	
� �	�����

��� �� � ��, 	
�	 �����4	 ������� 	
� �������� �� 	
� '��2'���	 ��	��� 1
� ��	
��

���� �� 	� *�	 �����	� ���������� i4� &�	��� �� 	
� ��	��� ��	
 	
� ith �������� ������	

�& 	� 	
� (i + 3)th ������	� 1
�� ��'����� 	
� ����������� �	� &���	�� 	
� ����� ��

�'��� �� 	
� ���'���� �� *��� �+�'	� 	
�	 	
� ith ���������� ������� 	�� ��� � �����
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���� �� 	����� ��	� ������	��� ��������� �� ��	� ������	� ��� ��� ���	�� ����	�

�� 	�������� �� ���� ��� ����	���� �� ��� ���� ��� ������� ���� ��� ��������� ��

	��	�	���� i� ���� ��	� ����� �	��� ���� ������� ����� ���� ��	� ��������� ��� ���� ��

��� 	��	�	����� � ��� ���� �������� �� ���������� �� ���� �� ��� ���	����� �	�
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������� ��	�� ������� ������� � ���	� ���
���� ���
��� � ��� ���� 	�������	�� 	�

 ���� ���� ���	� �������� ������ 	� ��� �	�� ��� ���� ���  ���� �� ���� ��� �

��� ����� �� ��	���� �����	���� �	�� ���� !��� �"��� 
����� ����� ���� �	�����	���

�� ���� ���� ��	� ���	���	�� ���� ����� ��� ���� ��� ���������� ���� �� �� � ���
�

�	"������ 	� ��� �������� �� ��� ���	���� ����� �����	� ����	�	���� �� 	� 
������ ���

���	���� 	� ����	������� ���
�� ���� ��� ���� ������� ��� �� ����� ��

���� � ����	�


������ ������ � 	������� �� �����

��� �����	�
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�� ����� �� ���	�� #$%& 	� � #����	�� �������� �� � β �� � ��������� �	�� � ��	����

	������� ��	�� �	���	��	�� ��� u �� � ��������� �	�� � ��	�� �	���	��	�� �	�� ����

' ��� ���	���� Gσ2 	���������� �� β� (	��� ����� ��� ���������� ��� ����	�� �� y

	� ����

(2πσ2)−
1
2
ndet(R)−

1
2 exp− 1

2σ2 (y −Xβ − Zu)TR−1 · (y −Xβ − Zu)

��� ��	�� ����	�� 	�

(2πσ2)−
1
2
qdet(G)−

1
2 exp− 1

2σ2 (u
TG−1u)

��	� ����� ���� ��� ������	�� ����	�� ��� β ��� u 	� �������	���� �� ��� ��	��

����	�� ����� ����	�� )�����*� ��� ��������� ��� ������	�� ���� 	� 
	��� � ��� #$%&

���	������

��� ����������

(�����
��)�+,�* -��. 	� ����� ����	��� �	�� ��� !��� ��� �� ��� ���� /#��� $	����

%�	���� &���	����/� (�����
�� 
	��� �	� ��� ���	���	�� �� #$%& ��	�� 	� ������

����	
���������� ������� �� 	� ������	�
 � ��	
���� �	"����� �����	�
 ������ (����
��

����	���� ��� �����0
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y = Xβ + ε �������

E[ε] = 0 �������

E[εεT ] = Ω �������

�	 
�	� �����	�� 
�	 �����	� �� ��	��
��� � �����	 ������� �� �	�����	 ���	� �

�	
�� �� 
�	 �	��	���� �������	�� ���� ������� �� ���

	� ��

y∗ = xTβ + ε∗ �������
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E[ε∗] = 0 �������

E[ε2∗] = σ2
∗ �����'�

E[ε∗ε] = w �����(�

)
��
��� ���� 
�	�	 ���!��
���� �	 
�	� ���� 
� 
� *�� 
�	 �	�
 ���	�� !�����	�

��	��
�� �� y∗� +� �
�	� �����" ��
� c �	��� � �	
�� �� ���
��
� �	 ���� 
� *�� 
�	

���	�� ��	��
��

p = cTy �����,�
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���� ����

σ2
p = E(p− y∗)(p− y∗)T

	
 �	�	�	
� 
����� �� E(p− y∗) = 0�������

���� ����������������� � ����	�

p = cTXβ + cT ε ��������

p− y∗ = (cTX − xT
∗ )β + cT ε− ε∗ ��������

��� ��	
 �� � ���	�
�� E[p− y∗] = 0 	� ���	�
 ����

cTX − xT
∗ = 0 ��������

���  �� �� ���	�
� !��	��	��

p− y∗ = cT ε− ε∗ ������"�

��� �� !��	��	�� #��	��� 	


σ2
2 = E(p− y∗)(p− y∗)T = E[cT εεT c+ ε2∗ − 2cT ε∗ε]σ2

p = cTΩc+ σ2
∗ − 2cTw ��������

�
	�$ ����"� ����%� ��� ����&�

��� �� �	�	�	
 ������ 
����� �� ������ � ��� �	�	�	


d = cTΩc− 2cTw − 2λT (XT c− x∗) ��������
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���� λ ���	
 � ����� �� ��
��	
��	 ������������ �� ���	 �� ������	����� d ���� ������

�� c �	� λ �� �����	�

d

δc
= 2Ωc− 2w − 2Xλ ��������

δd

δλ
= 2XT c− 2x∗ ������ �

!� ���	 ��� ��� ����� ��� �"�����	� �� # �	 ����� �� ����� ��� ��� ��	�����	


������ �� c �ĉ� �	� λ �λ̂�� $��� 
����

[
Ω X

XT 0

][
ĉ

−λ̂

]
=

[
w

x∗

]
������%�

&���'�	
 ��� ���� ��� �	������	 �� � ��������	�� �����( 
���� ��� �������	 �� �����%

[
ĉ

λ̂

]
=

[
Ω−1[I −X(XTΩ−1X)−1XTΩ−1] Ω−1X(XTΩ−1X)−1

(XTΩ−1X)−1XTΩ−1 −(XTΩ−1X)−1

][
w

x∗

]
������)�

���� 
���� ��� �������	 �� ĉ �� �������

ĉ = Ω−1X(XTΩ−1X)−1x∗ + Ω−1[I −X(XTΩ−1X)−1XTΩ−1]w ������#�

$��� �� ���� ��� ���� ��	��� �	������ ��������

p̂ = ĉy = xT
∗ (X

TΩ−1X)−1XTΩ−1y + wTΩ−1y − wTΩ−1X(XTΩ−1X)−1XTΩ−1y

��������

$��	�����	
 *������
��+� ���, �� ��� 	������	 �	� ����� ��+�� ���	 ���	
 �� ���
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ZTR−1y = ZTR−1Xβ̂ + (ZTR−1Z +G−1)û
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û = (ZTR−1Z +G−1)−1ZTR−1(y −Xβ̂) ��������
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���� ������	 ������	� � ������ 1�� �����
� ����
���� ��	 �� ���� �� �"������ ��� ��	�

��������	 � ���� �����"� &� 	����� Aii = 1+ fi �	� Aij = 2Θij = 0 � ��� �	���������

��� �	�������� 2������	
 ��� ����� �������	����� 3��4 �	� �������,�-)-0 (5* �����	��

����� ���� ��	 �� ���� �� �����	 �����	�� � A �� �	 ��������� ����
����

2����� ����� ��� �	��������� �� ���� ����	�� ������� ����� ������	
� �	� �����

��� 6��� b 	�	��	����� 	�	�������� �	��������� �� 4	��	 �� ��� ���� ���������	� ���

����� ��� b×b ��������" �	 ��� ����� ��� � A �� �	 ���	���� �����"� 7� ���	 �"��	�

���� ����������� �	� ��� �	� �����	 �� � ���� �	��� A �� ��������� � �	�������� i ���

����	�� �	��"�� �� g �	� h ���	 ��� ���
�	�� �����	� ��
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Aii = 1 + fi = 1 + Θgh = 1 +
Agh

2

��� � ���� �� �	
���
��� i �	
 j� j < i

Aij = Aji = Θjg +Θjh =
Ajg+Ajh

2

�� � ����	� �� 	�� �	��	� ���	 ������ �� �� 	�	��	���
 �	
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 �� �	�

����� ������� �	
���
�� ������� �	��	 
����	
�	���� �� �� k �� �	 �	�������
 ����	�

������ Akk = 1 �	
 Aik = 0 ��� i ����� i �� �	� �	
���
�� ������ �	��	 
����	
�	��

�� k�

�	 ��	� ��������	�� ���� �	 	����� �	
 �	 ����
�	� �����
���� �	� �	� ����	� ��

�	��	 ���� ������	���  	� ��� �� 
���	� ���� ���� �� �� ������ ���� ��� �	�	��	

����	� �� �	�����
 �� �	� �� ��� �������
 �	
���
��� �	 ��� ���� ��������	� !���

����� �� � �� ��� ����	��� �	�	��	 ����	�� ��� �������
� ��� �� ���� � ��� ������

��� ��� �	���� ����� ����� ���
���
 ����� �"����	�� �	 ������� ������	���� ������

��	 �� ��	�������
� �� �����	�	� � �� ��� ����	��� ����	�� �	 �#�� ������� $����

�� �� ��
 �	 �	
���
�� i ���� � ���� ����	� ���� k ����	��� ����� ���� �� �����

�� ������
 �� �� ��� ��� ���� ���� ���������� 1/k� �	
 �� ��� �	��� ��� ���� ���� �	

��� i�� ��� �	
 ����	 �� A ������� 1/(2k)� �� �� ������� �� ��� ������	 ��������

����	�#��� �� �����	 ���� �������� ������������� ������� �� ��� �	�	��	 ����	� ��	

�� ��
���
 �� � ��� 	����� �� ����	���� ���	 ��� ������� ������	���� ������ �� �

������� ���������

$�� ����� �����
�� ������ ���� �� �������	� ��� ������	���� ������ A� ��� ���

������ ��� ����� �� ��� ��������	 �� A−1 �� �� �� A−1 ���� ������� �	 ��� ����
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� �#�����	�� $��� ��	 �� � ���������
 �	������	 �� � ���� 	����� �� �	
���
�

��� ��� �	 ��� ��
������ $��� ������ ��� �����
 � �� �� ����	���	 �� �� ������


�	 ��������	� �� %	
 ����� ����� �� ������ ���� �� �������	� ����	�� �� A−1� !�	�


����	�&'()� *&+, �����
 ���� �	 � 	�	��	���
 ��������	 ��� �	����� �� A ��	 ��

�����	�
 ������� ����	� �� ������� A ������ ��� n �	
���
���� ��
�� n ��������	�

��� ��#����
 �� ������� A−1 �� !�	
����	� �����
� ����� n2 �	
 n3 ��������	�

��� ��#����
 �� ������� A �	
 ���	 A−1 ���� 	���� �����
�� !�	
����	-� ���	

�����
 �� ���� ��� ������	���� ������ ��	 �� ��������
 ��

A = TDT T
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��� ���� ��	 ��
��	� �	

A−1 = (T−1)TD−1T−1

D �	 � ������� ������� ��� �������	 �� ����� ��� ��� ������������ �� 
�������	

�		������� ���� 	���������� 	������ ����������� �� ��� ������	� ����� ��� ��	���

�������� �� � ���������� ����������� �� ���	 ��	� Dii �	 ���� �� �� �� !�� ���� �����

���� �� ���� �� ����
����� i"	 ������	 ��� �������� �� A� D �	 �������� 	� ��	 ��
��	�

�	 ������� ���� ��	 �������	 ���� ��� ���������� �� ��� �������	 �� D� T �	 � �����

��������� ������� ���	� �������	 ����� ��� #�� �� ���	 ������ ��� 	������ $��

������� �������	 ��� ��� ����� �� ���� ����� ��� �������	 �� ��� j�� ��� �� ��� ������

����� ��� i�� ������� ��� ��%��� �	 ��� �������� �� ��� ���	 �� ����
����� j ����

���� ��� �������� �� ����
����� i� �� ���������� ����
�����	 ���	 
���� ����� �� �� ���

�� ���������� ����������	 ��� �������	 ����� �� !&�� !&'� !&( ��� %�	�� 	������ ���

����� ����� ������
�	� ��� ��������� �� ���	 �������� T−1 �	 ��	� ����� ����������

���� ���	 �� ��� �������� ��� ����� ��� ������� �� ��� j�� ��� ��� �������	 ���

)���� ������ ���	� �����	������ �� ��� ������ �� j"	 *���� ������	� ����� ��� �����

�� −0.5�

$��	� ����	 ����� ��� � ���� ��	��� ����������� �� A−1� ���������� ��� ����

�� ��
��� A ��������� +�����	 �����	�� �� ,���	-!. /0 1�'2� $���-!..�0 1'!2 ���

+����-��!'0 1�!2 ������ ���	 ������� �� ����� ��� ���������� $��	 ���* �� �������

��� ��3������ �� ����������� �� A−1 �����	 ��� ���� ��	��� 	�������	 �� ��� ����� �����

��������	 ���� ������ ���� ��� ������ �����	� ��� �����	 ���	 4567 ����������

�� �� �	�� �� 
��� ���� ��� ����������� ���� 	��	 �� ������ �������� ����� ���

�������	 ��� ������� �������	 ������	� � �� ����� ������ ����� ��� ������	 ���

����� �������	 �� ����	���	 �� �������	�

����� ����	
��

+�������� ���
� ��	 ���� ���	� ��������	��� �������	 ��� �� 
��� ���� 
��� ����*���

$��	 �	 ��� �� ��� ������ �� ����� ���	�������� �� ���� ���� ������ �
��� ����
����� ��

��� ���� 	�� �� �
��� ����� ����
����� �� ��� 	��� $��	 ���� ������ �� nXn ������ ��

� ���� 	�� ���� n ����
�����	� $��	 ���� ���� 	��	 �� ����� �	 ���� ����� �� �� ���

������ ������� �������� 
��� ���� �������	 ��� �������� 8	 � 	���� ������� �� ���
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��� � ��� !"� ��#!���$ �% &� ��'� � ����(��#�� ������� �!!"����� �" ��� �������� ��(��

�� ����� ��	$ &� "����� ��� ������"� ��� ����� �� �)#���"� ����	� *"�� ���� �� ���

�������� ����� �� ��� � � +�+ ��� #�'�"&�$ ��� �� ��� � ������ ��� !"� ������

�" �� �"�������� ��� #���������

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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0
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1
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1
2

1
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1
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1
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�  ������. "�� !"���!���� ������$ ��!�#����  "� ���������� ��� "�� �����

(��#�� � �������� �� ��� �������� �� ����� ���$ ��"(��� ��� ������"� ��� ����� ��

�)#���"� ������



��

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0.5 0.5 0.5 0.75 0.625

0 1 0 0.5 0.25 0.25 0.25

0.5 0 1 0.25 0.625 0.375 0.5

0.5 0.5 0.25 1 0.625 0.75 0.6875

0.5 0.25 0.625 0.625 1.125 0.5625 0.84375

0.75 0.25 0.375 0.75 0.5625 1.25 0.90625

0.625 0.25 0.5 0.6875 0.84375 0.90625 1.28125

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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��� ����� 	
��������

��	 
�� ���	� �� �	�����	� �� ��� ��� �	 �����	� 	��	��	� �� �	�	��� ����� ��	

 ��� ���� ���� �	 �	�����	� �	�	 �� 	��	����! ��	 ���	� �� ���������� ��	�	 ��� ��

���	 �	����� �� ������ 	"	��� ��	 �� ���	�	��� #�$�	����! ��	�	 ��� �	����� �� u1 ���

u2% ����� ��	 ������	���	� ���� 	��� ���	�% ��	 ���	� ���	� ��	� �	���	�

Y = Xβ + Z1u1 + Z2u2 + e

��	 �	����� �� ������ 	"	��� ��� ���	 ��"	�	�� ���	������ ���� q1 ��� q2�% ����

n ����������� �� y �	 ���	 Z1 �� n× q1 ��� Z2 �� n× q2% ����! ��	 ���	 �������� ��

$�	����� ��� ���� Gi �	��! ��	 qi × qi ���������	 ������ ��� ui ��	 &&#'� ��	� ��	

⎛
⎜⎜⎝
XTR−1X XTR−1Z1 XTR−1Z2

ZT
1 R

−1X Z − 1TR−1Z1 +G−11 ZT
1 R

−1Z2

ZT
2 R

−1X ZT
2 R

−1Z1 ZT
2 R

−1Z2 +G−12

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

β̂

û1

û2

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝
XTR−1y

ZT
1 R

−1y

ZT
2 R

−1y

⎞
⎟⎟⎠

���� ��� �	 	��	��	� �� ������	 ���������� ������	���	� �	����� �� ������ 	"	���

�� �	���	�% ��������! ��	 ���	 $���	��� (� 	���$�	 �� ���� �� ��	 &��	���� #"	���

���	�% ��	�	 ��	 $�	����$	 �� �� ���������� �� ���	��	� �� ���� !	�	��� ��� 	�)

������	���� ���$��	��� �� ���	���� 	"	���% �� �	�� �� �� ����������� ���	�� !	�	���

�������������� *� ���� ���	% ��	�	 	�� �$ �	��! ���		 �	����� �� ������ 	"	���% ��	
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"��	�� �����#�� �$������ �� 	� �� 
���%����� &'(�� )� 	� ��������� ����

�� #������* %���� ���
���� +�	 
������ ����� � �� �����#�� � ������
 ���%�����

&'(� �� ���	 �� 	� ����%����� ����� 	�+�%�� 	�� �� ���,����� -��� � �� 	� ����

	� ���� ��� #� ���������� ��� ��� ��� ���%��� �����
���� �#�� �	���� .�����*

+�	 &'(� �� � 
���%����� ����$ ���� 	�� �����
���� ��� ������ ����* �����/

����� �$��������� #� ���� ��0���� ������� ���
��� �� *����� ��� ��%����
����

��%�������� �
��* 	� ���� ��� 	�� 	�*	 ��
�������� ��
����� ��� ���	�� ��/

��*	 ��� 
���%����� &'(� 
�	���� ��� 1�������� ��� ��������2�� ���!�

��� ������	
�����
�� ���������

3	�� ������* +�	 &'(�4� �� 	� *����� ����$� %������� ��
������ ��� ����

���
��� ����* 5�$�
�
 '�����	��� ���
���� �5'�� �� 6������� 
�$�
�
 ����/

��	��� �675'�� ��	�� 	�� "8-9"� :	�� �� ��� � � ��+ ������� ��
��; 	�

"8-9" *�������; ��0����� ��
��� ��<�� #� +��� #�������� 1�+�%�� 	�� �� ���� ��

	� ���� +	�� ������* +�	 0������%� *������� �� ����%������ ��� ���� ���� ��

*���� ��<�� ����4 ��
���� � #�*�� +�	� :	� ���� ��� 	�� ���4 ������ �� 5' ��

675'� :	� �	�� ������ 5' ��� 675' �� ��������� �� ������ � 	� ������� ��

	� ����*���� ����� ����%������ ��� ���� ����*�; ������ � ��� ���	��� � �� �� �

���; � ����;<� 	�
 =����; +�	 "8-9" �� � �� �	�� 
�	����

3� +��� ��+ ��%���*�� 	� ��������� ��� �� 5' ��� 675' �� 	� ����$ �� 	�

*������ 
�$�� 
���� 	� +�4%� #��� ��%���*���*� )� *������ �� 	� *����� ����$

675' �� ���� ��� 
��� ���0����; 	�� 5'� #� � �� ������ � ��� +�	 5'� ��

675' ��� #� �$������� �� � ������ �������
 �� � 5' ���#��
�

>�� +�	 	� *������ 
�$�� 
���� �� #������ y = Xβ+Zu+e +	��� u ∼598(0, G)

��� e ∼598(0, R)� 	�� �
����� 	� y ∼598(Xβ, V ) +	��� V = ZGZT + R� 3�

	�� �#��� 	� ���#�#���; �����; �� y ��

p(y|Xβ, V ) = (2π)−
n
2 |V |− 1

2 �$�
[−1

2
(y −Xβ)TV −1(y −Xβ)

]
3� 	�� ��� 	� ������ ��* �� 	� �#�%� � �#��� 	� ��*/������	��� �� β ��� V

*�%�� 	� �#���%�� ���
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L(β, V |X, y) = −n
2
��(2π)− 1

2
��|V | − 1

2
(v −Xβ)TV −1(y −Xβ)
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y = Xβ +
m∑
i=1

Ziui + e

�
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 ���
 m �
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!
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� ��	�

ui ∼"#$(0, σ2
iBi)� ��
�
 Bi �� � ��	��� �� ����� ����	��	�� ��
 ������
������ ��

�	��� ���
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V =
m∑
i=1

σ2
iZiBiZ

T
i + σ2

EI
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�� �� ��� �������

�#���
 PS,j �� ���� �� ��� ����� ������
 �� ��� ������

Pi = PD,i +
nw−1∑
j=1

PS,j

���
� i �
 ��� ����	 ��������	� j �
 �� �� ��
 ����� ����
� D �
 ������ �#���
�

S ������� �#���
 �� ��� 
�� �
 �� � ���� ��� nw − 1 ��		�� ����� ������
 ��

��������	 i� 5� ��� ��
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 ��� � �������� ������ ������� '�������	�+

A� �� � ���������	� ������� E�'���2�'*/03+ ,*(-+�

Pi = AD,i + ED,i +
nW−1∑
j �=i

AS,j +
nW−1∑
j �=i

ES,j

5���� AD,i �
 ��� $�� �� ��� ��������	 � ����
� ED,i �
 ��� ���������	� ������

�#��� ��� i� AS,j �
 ��� ��� ��� ����� ������ j� �� ED,j �
 ��� ���������	� �������

�#��� ���� j�
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 �	���� 	
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 �
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σ2
TBV = σ2

AD
+ 2(nW − 1)σADS

+ (nW − 1)2σ2
AS

�
�������	���
 �� σ2 �� ����
 ��
� �$ �/������
 ����	��� �	��	
�� ���	���� ��

��
��$�� �	��	
��� 0����	�����$ ��	����� ����	��� �	��	
�� �
 ���	���
 �� ��
��$���
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��� h2 = σ2
A/σ

2
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��� �	
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TBV

σ2
P

��� �����	
��� �
	���

�
����� 	��
 �1 ��� ����� �	� �
������ ����� 	
� ����� ��	��� �
��� �	�����

��
�����
� �� ������	
� �� �	� �
�������	���
 �� �/������
�	� ������� �	
 	�� ����

��	
�
 � %��� 	� �����	���
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 � σ2
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2
ss � σ

2
sd� σ

2
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� σ2
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�&� ������� ���	��� �	�� � �����! ��	� ��� ��� ��� ��	���� ���� ��� ������

���� ���� �� ��� ���	��� �	� ��&	�� �	���� ��� ������ �����	�� ��	 ����!�� *�	
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���� ��� �	� ��	 ���� �	������ �, ����
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aov(log(DirectVar) ~ SS * SD * DD * E * C − SS:SD:DD:E − SS:SD:DD:E:C − SS

Normal Q−Q

26.6914.52
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aov(log(SocVarT) ~ SS * SD * DD * E * C − SS:E:C − SS:SD:C − SS:SD:DD:E:C

Normal Q−Q

21.41117.260

2.267
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30.272
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